Chapitre 1 — Suites et recurrence

I. Raisonnement par récurrence

Théoreme - Principe du raisonnement par recurrence
Soit P(n) une propriété dépendant d'un entier naturel n. On suppose que :
@ Pour tout entier NALUIEL 70 FIXE, SI .ot cev e ce cet e ce e e et e et e e ees e e ees ae ees e e
Alors pour tout entier naturel 7, ... ... .. cee ces ces ves e e e

Théoreme - Principe du raisonnement par récurrence a partir d'un certain rang
Soit ny, € N et P(n) une propriété définie pour ... ... ... ... ... ... ... ... On suppose que :
@ POUr tOUL eNTIEN NATUIEL ... ... ot et et e s e et et et e e e e e ere e e e s s e e e e s e
Alors pour tout entier naturel ... ... ... o coo e et e e v e

Remarque
Pour démontrer par récurrence qu’une propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n > n, on procede en
trois étapes.

Etape @ - cevererreeerneeneerneernnernnnenns
Onvérifiequela ...

ELaPE @ - cevererrneereeernnernerenernneennns
Soit n un entier naturel tel que n = n,
ON SUPPOSE QUE ..ttt et ettt et et et e e e et e e et et e e et e e et e e e e e e aaens

ELape @ - cevereereeeeneenneerneernnernnenns
ON CONCIUL QUE ... v e et e e e et it e e e e s et e e e e s e

Exemple
Pour tout n € N, on considere la propriété P(n): «3" =5 + 2n»

Propriété - Inégalité de Bernoulli
Pour tout réel a strictement positif et pour tout entier naturel n: ...

Démonstration

Soit a un réel positif.
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1. Limite d'une suite

Définition - Suite divergeant vers I'infini

On dit que la suite (u,,) tend vers +oo quand n tend vers +oo, si

Onditque ......coooviiiiiiinnnn. etonnote ...... . e ..
Au +
n *
+
20+ +
+
10
‘+
+
+ n
| =
0 10 20
« On dit que la suite (u,) tend vers —co quand n tend VErs 400, Si ........c.oeviiiiiiiiiiiiiiiiieinn,
Onditque ... ... e e et vee vee veewee o L ON NOtEL. .
A u
n
u f >
0, 10 20
-
-10 ++++*
4 '+++-H’
-20-+
Exemple

Soit (u,,)la suite définie par u,, = n?

Définition - Suite convergeant vers un nombre réel
On dit que la suite (u,,) tend vers un réel [ quand n tend vers +oo, si

On que vervee en e BLONNOLE et e e et e e e e
u
23 ++++++++++++++
1+ ,
—t—t— >
of 2 4 6 8 1012 14 16
Remarque

Tout intervalle ouvert contenant I contient un intervalle ouvert centré en [, ¢’est-a-dire de la forme
|l — €; 1 + €[, avec € un réel strictement positif.
On peut donc réécrire la définition : lim w,, = [ si et seulement si

n—-+oo
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Théoréme - Unicité de la limite

Lorsqu’elle ...........ccooiiiiiiiil, Jalimiteest ...
Remarque
Une suite qui ne converge pas, ............. Elle peut soit diverger vers +oo ou —oo soit n‘avoir pas de limite.

Par exemple, la suite (u,,) définie par u,, = (—1)™ napasdelimite ...,

I1. Propriétés des limites

Propriété — Limite des suites de réference
e Lessuites (\/ﬁ) ,(n) et (n*) avec k € N tendent vers ... ... .... quand n tend vers ... ..... ce qui s’écrit :

) e omes wus man was sww o wEs wEs o eaw e ow

N* tendent vers .... quand n tend vers ... ... ... ... ce qui s’€crit :

B ) emu mes wEs maw was EE GEs EEs EE SEs HES EEEE ) NEE EEE BEE HEE SR EEE EEE EEE GEs wEE wea oAE

Propriété - Limite d’une somme et d’un produit
Soit (u,) et (v,) deux suites, et £ et £’ deux réels.

= A= i (o) = g, (> ) =
¢ £ £+ ! £x £
+oosif >0
£ +00 400 —o0sif <0
Indéterminéesi £ = 0
—oosif>0
' —0 —00 +oosif <0
Indéterminéesi £ = 0
+00 +0o0 +00 400
+0oo —00 Indéterminée —oo
—o0 — 0 —0 +0o0
—00 +co Indéterminée —00
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Propriété - Limite d’un quotient
Soit (u,,) et (v,,) deux suites, et £ et £’ deux réels.

nﬂTm% = nl—mloovn =
? £ #0
£ 400

£+0

0-

+0 £

—00 'fl
too too

0 0

Remarques
Dans les deux tableaux précedents :

(D indéterminée signifie que C'eSt UNE ..euvenverveninnnnnnnn.

©) liT v, = 0% (resp. 07) signifie ..........................
n—->+oo

Exemples

© Soit (u,,) la suite définie par u,, = nvn

© Soit (u,,) la suite définie par u, = n + %

© Soit (u,,) la suite définie par u,, = —

V. Limites et comparaison

Théoreme - Théoréme de comparaison

—cosif >0
+oosif <0
+oosif >0 ou £ =0
—oosif' <0 ou ' =0"
—cosi? >0 ou £ =07

+oosif <0 ou £ =0"
Indéterminée

Indéterminée

Soit (u,,) et (v,,) deux suites. On suppose qu'il existe un entier ny, tel que pour tout n > n, , u, < v,.

e Si lim u, =400 alors ... .. v cev s ves s e

n-+oo

* Si lim v, = —00 alors ... ... cee v ves e et et

n-+oo
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Exemples
Sur les schémas suivants, on a représenté (u,,) en bleu et (v,,) en rouge avec u,, < v,
(D Les suites (u,) et (v,,) tendent vers +oo.

ol T : “u”ev"f e
94 I 0] 12345678
8T T 21—
T T 171 34+ +
6T TT -4 + 4
T T T -5+ + + +
T -6+ + + +
3+ + + ol ) -
2t -8+ + +
. T T T T 111 1n -9t +
S0] 123 456 7 8 -10+

Démonstration
Démontrons la premiére propriété. Soit A > 0.

Théoréme - Théoréme des gendarmes
Soit (u,,) , (v,) et (wy,) trois suites, et £ un réel.
On suppose que :
il existe un entier naturel n, tel que pour tout entier n = Mgy, ... .o e vee vee ce cee cue e

« lim v, = lim w,
n—-+oo n-+oo

Alors la suite (u,,) converge et lim u,
n—+oo

Exemple
Sur le schéma suivant, on a représenté (u,,) en bleu, (v,,) en rouge et (w,) en vert.

‘\uﬂvnwﬂ

2+

4+

+
-+ 1 }E &

0 3 % ; §
Rt 3 4
24+

Propriété - Inégalités et limites

Soit (u,) et (v,) deux suites convergentes.

On suppose qu'il existe un entier naturel n, tel que pour tout entiern > ny , u, < v,
ATOIS ot e s et et e e e e et e e e e e

(@) Les suites (u,,) et (v,) tendent vers —oo.

juﬂ VV]
Exemple 51 +
Sur le schéma suivant, on a représenté (u,) en bleu et (v,,) en rouge. 4 + T .
3T +
21—t TF +—
T +
o] 1 2 3 4 5 6 7 8
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V. Suites géometriques et suites monotones

Propriété — Limite d’une suite géométrique
Soit g un réel.

o Sig>1,al0rS oo et et et et e e

o Si—-1<g<1,alors ...

e Sig=1,alors ....ccoeo e e e e e e

o Sig<-l,alors.............oeiiiiiiinnn.
Exemple

-1< % < 1,donc lim (l)n =

n—+oo
Démonstration
e Sig>1
e Si0<gx1

e Si—-1<g<0

Définition - Suite majorée, minorée, bornée
Soit (u,) une suite définie a partir du rang k.
* On dit que (u,) est majorée s'il existe unréel M tel que .........coiiiiniiiiiii e,
* On dit que (u,) est minorée s’il existeunréel mtel quUe .........ccooiiiii i,
* On dit que (Uy) ESEDOIMER Si ... vevves et e e et et e e et e e et e e et e e e e

Propriétés - Convergence d'une suite monotone
(D Toute suite croissante Majorée ............................
(@) Toute suite croissante non Majorée ........................
(3 Toute suite décroissante minorée .........................
(@) Toute suite décroissante non minorée ....................

Démonstration
Démontrons la propriété (2)
SoitA > 0.

Remarque
Les réciproques des propriétés précédentes sont ................cceeeevenn.

Par exemple la suite (u,,) définie par u,, = n? + (=1)"
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