
Primitives et Calcul d’une intégrale 

I) Primitive 

1) Définition : 

Soit 𝒇 une fonction définie sur un intervalle I. 

On appelle primitive de 𝒇 sur I, toute fonction 𝑭 dérivable sur I dont  

la dérivée 𝑭’ est égale à 𝒇. 

Exemple : 

Soit 𝑓 la fonction définie sur IR par 𝑓(𝑥)  =  5𝑥 +  2.  

Les fonctions 𝐹 et 𝐺 définies sur IR par 𝐹(𝑥)  =  
5
2

 𝑥2  +  2𝑥 –  7 et 𝐺(𝑥) = 
5
2

 𝑥2  +  2𝑥 +  8 sont 

des primitives de 𝑓. 

2) Ensemble des primitives d’une fonction : 

a) Propriété : 

Soit 𝒇 une fonction définie sur un intervalle 𝑰. On suppose qu’il existe une 

primitive 𝑭 de 𝒇 sur 𝑰. 

L’ensemble des primitives de 𝒇 sur 𝑰 est l’ensemble des fonctions 𝑮 définies  

sur 𝑰 par 𝑮(𝒙)  =  𝑭(𝒙)  +  𝒌 où 𝒌 décrit IR. 

Preuve : 

Soit 𝐺 une primitive de 𝑓 sur 𝐼. On a donc 𝐺’ = 𝐹’ = 𝑓.  

Donc pour tout 𝑥  𝐼, on a (𝐺 –  𝐹)’(𝑥) = 0. 

Donc la fonction 𝐺 –  𝐹 est constante sur l’intervalle 𝐼, il existe donc un réel 𝑘 tel que pour tout 

𝑥  𝐼, on a (𝐺 –  𝐹)(𝑥) = 𝑘 d’où 𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥)  +  𝑘 pour tout 𝑥  𝐼. 

Réciproquement soit 𝐺 la fonction définie sur 𝐼 par 𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥)  +  𝑘 où 𝑘  IR. 

On a 𝐺’(𝑥) = 𝐹’(𝑥) + 0 donc 𝐺’(𝑥) = 𝑓(𝑥) pour tout 𝑥  𝐼 donc 𝐺 est une primitive de 𝑓 sur 𝐼. 

Remarques : 

Si la fonction 𝑓 admet une primitive sur un intervalle 𝐼 alors elle en admet une infinité. 

Soit 𝐺 et 𝐹 deux primitives de 𝑓 sur 𝐼 tels que 𝐺(𝑥) =𝐹(𝑥)  +  𝑘, alors dans un repère 

orthogonal ( 𝑂 ;  𝑖 , 𝑗 ) la courbe représentative de 𝐺 est obtenue à partir de la courbe 

représentative de 𝐹 par translation de vecteur 𝑗 . 
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b) Primitive prenant une valeur donnée en un réel donné : 

Propriété : 

Soit 𝒇 une fonction définie sur un intervalle 𝑰. On suppose 

que 𝒇 admet des primitives sur 𝑰. Soit 𝒙𝟎 et 𝒚𝟎 deux réels tels que 

𝒙𝟎  𝝐 𝑰. 

Il existe une unique primitive 𝑭 de 𝒇 vérifiant 𝑭(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎 

Preuve : 

La fonction 𝑓 admet des primitives, soit 𝐺 une primitive de 𝑓. 

On considère la fonction 𝐹 définie par 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) − 𝐺(𝑥0) + 𝑦0 

𝐹 est aussi une primitive de 𝑓 car 𝐹’(𝑥) = 𝐺’(𝑥) = 𝑓(𝑥).  

De plus on a  𝐹(𝑥0 )  = 𝐺(𝑥0) − 𝐺(𝑥0)  + 𝑦0 =  𝑦0       Donc 𝑭 existe. 

Soit 𝐻 une autre primitive de 𝑓 vérifiant 𝐻(𝑥0) =𝑦0. 

On sait qu’il existe un réel 𝑘 tel que 𝐻(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑘 pour tout 𝑥  𝐼. 

Donc en particulier on a  𝐻(𝑥0) = 𝐹(𝑥0) + 𝑘 d’où 𝑦0= 𝑦0+ 𝑘 donc 𝑘 = 0 donc 𝐻 = 𝐹.  

La fonction 𝑭 est donc bien unique. 

Exemple : 

Soit 𝑓 la fonction définie pour tout 𝑥 ∊  ℝ par 𝑓(𝑥) = 2𝑥 +  3  

Déterminer la primitive 𝐹 de 𝑓 telle que 𝐹(3) = −5  

On vérifie facilement que les primitives de 𝑓 sont 𝐹(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 + 𝑘 , 𝑘 ∈  ℝ 

Si on veut 𝐹(3) = −5  alors  32 + 3 × 3 + 𝑘 =  −5   d’où  𝑘 = – 23 

La primitive cherchée est donc 𝐹(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 − 23 
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3) Primitives des fonctions usuelles : 

Soit 𝐶 un réel quelconque. 

𝑓 est définie sur 𝐼 par  

𝑓 (𝑥 )  = 

 Les primitives de 𝑓 sur 

𝐼  sont définies par : 

 𝐹 (𝑥)  = 

 L’intervalle  𝐼 =  

𝒌 𝒌𝒙 + 𝑪 IR 

𝒙 𝟏

𝟐
𝒙² + 𝑪 

IR 

 𝒙𝒏    (𝒏 ≥ 𝟏) 𝟏

𝒏 + 𝟏
𝒙𝒏+𝟏 +  𝑪 

IR 

 

𝟏

𝒙𝟐
 

 

−
𝟏

𝒙
+ 𝑪  

] -  ; 0 [  

ou  

] 0 ; +[ 

 

𝟏

𝒙𝒏    (𝒏  𝟐) 

 

 

−
𝟏

(𝒏 − 𝟏)𝒙𝒏−𝟏
+ 𝑪 

] -  ;0 [  

ou  

] 0 ; +[ 

𝟏

√𝒙
 

𝟐√𝒙 + 𝑪 ] 0 ; +[ 

𝟏

𝒙
 

𝒍𝒏 (𝒙 )  + 𝑪 ] 0 ; +[ 

𝒔𝒊𝒏 (𝒙) − 𝒄𝒐𝒔 (𝒙)  + 𝑪 IR 

𝒄𝒐𝒔 (𝒙) 𝒔𝒊𝒏 (𝒙) + 𝑪 IR 

𝒆𝒙 𝒆𝒙 + 𝑪 IR 
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4) Primitives et opérations sur les fonctions : 

Propriétés de linéarité : 

Soit 𝑭 et 𝑮 des primitives respectives des fonctions 𝒇 et 𝒈 sur un 

intervalle I alors : 

● F + G est une primitive de la fonction 𝒇 + 𝒈 sur 𝑰 ; 

● Pour tout réel 𝒌, 𝒌𝑭 est une primitive de la fonction 𝒌𝒇 sur 𝑰. 

Exemples : 

● Les primitives de 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 sont  𝐹(𝑥) =3 
𝑥3

3
 + 𝑘 = 𝑥3 +   ,  𝑘 ∈  ℝ 

● Les primitives de 𝑓(𝑥) = −
3

𝑥2
 +  

5

𝑥
− 2𝑥  sont sur ] 0 ; +[ : 

𝐹(𝑥) = 
3

𝑥
  +5 ln(𝑥) − 𝑥2 + 𝑘 ,  𝑘 ∈  ℝ 

Primitives et composées de fonctions 

Soit 𝑢 une fonction définie et dérivable sur un intervalle 𝐼. 

 Fonction f  Primitives de f sur I  Condition sur u 

𝒖′𝒖𝒏 ( 𝒏    𝐍∗ ) 

 

𝟏

𝒏 + 𝟏
𝒖𝒏+𝟏 + 𝑪 

 

Aucune condition 

particulière 

𝒖′

𝒖𝟐
 −

𝟏

𝒖
 + 𝑪 𝒖 ( 𝒙 )    𝟎 

𝒖′

𝒖𝒏
 

(𝒏    𝐍∗ 𝒆𝒕 𝒏 ≠ 𝟏) 

−
𝟏

(𝒏 − 𝟏)𝒖𝒏−𝟏
+ 𝑪 𝒖 ( 𝒙 )  𝟎 

𝒖′

√𝒖
 𝟐√𝒖  + 𝑪  𝒖 ( 𝒙 )  >  𝟎 

𝒖′

𝒖
 𝒍𝒏(𝒖)+𝑪 𝒖 ( 𝒙 )  >  𝟎 

𝒖′𝒆𝒖 𝒆𝒖  + 𝑪 
Aucune condition 

particulière 
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Exemples : 

Pour chaque fonction 𝑓, déterminer ses primitives et en déduire une primitive sur l’intervalle I. 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑥3 –  1)5 ;  𝐼 = IR ;  b) 𝑓(𝑥) =
3𝑥

√𝑥2−1
 ; 𝐼 = ]1 ;  + [. 

c) 𝑓(𝑥) =  
𝑥

𝑥2−4
 ; I = ]2 ; +[ ;   d) 𝑓(𝑥)  = 

−1

𝑥2
 𝑒

1

𝑥 ; I = ]0 ; +[. 

Réponses :  

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑥3 –  1)5 en utilisant la formule 𝒖′𝒖𝒏 avec 𝑢(𝑥) =  𝑥3 − 1 on obtient : 

𝑭(𝒙) = 
𝟏

𝟏𝟖
(𝒙𝟑 − 𝟏)𝟔 + 𝑪  

b) 𝑓(𝑥) =
3𝑥

√𝑥2−1
 en utilisant la formule 

𝒖′

√𝒖
 avec 𝑢(𝑥) =  𝑥2 − 1 on obtient : 

𝑭(𝒙) = 𝟑√𝒙𝟐 − 𝟏 + 𝑪 

c) 𝑓(𝑥) =  
𝑥

𝑥2−4
 en utilisant la formule 

𝒖′

𝒖
 avec 𝑢(𝑥) =  𝑥2 − 4 on obtient : 

𝑭(𝒙) = 
𝟏

𝟐
 𝐥𝐧 (𝒙𝟐 − 𝟒 ) + 𝑪 

d) 𝑓(𝑥)  = 
−1

𝑥2
 𝑒

1

𝑥 en utilisant la formule 𝒖′𝒆𝒖 avec 𝑢(𝑥) =  
1
𝑥
 on obtient : 

𝑭(𝒙) = 𝒆
𝟏

𝒙 + 𝑪 

II) Calcul d’une intégrale : 

1) Primitive d’une fonction continue : 

a) Théorème : 

Si 𝒇 est une fonction continue sur un intervalle 𝑰 et si 𝒂 est un réel de  

l’intervalle I alors la fonction F définie sur I par 𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒙

𝒂
  

est l’unique primitive de 𝒇 sur 𝑰 s’annulant en 𝒂 . 

Preuve : 

Cas où f est une fonction continue et croissante sur I. 

Soit 𝑥0 un réel de 𝐼 et soit h tel que 𝑥0+ ℎ appartienne à 𝐼. 

On a  𝐹(𝑥0+ ℎ) – 𝐹(𝑥0) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥0+ℎ

𝑎
 – ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥0

𝑎
 

𝐹(𝑥0+ ℎ) – 𝐹(𝑥0) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥0+ℎ

𝑎
 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑥0
 

D’après la relation de Chasles on a 𝐹(𝑥0+ ℎ) – 𝐹(𝑥0) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥0+ℎ

𝑥0
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● Si ℎ >  0, la fonction 𝑓 étant croissante, pour tout 𝑥  [𝑥0 ;  𝑥0  +  ℎ], on a :  

𝑓(𝑥0)  𝑓(𝑥)  𝑓(𝑥0  +  ℎ) 

D’après l’inégalité de la moyenne, on a : 

𝑓(𝑥0)  
𝐹(𝑥0+ℎ)−𝐹(𝑥0)

ℎ
  𝑓(𝑥0  +  ℎ) 

● Si ℎ <  0, la fonction 𝑓 étant croissante, pour tout 𝑥  [𝑥0 ;  𝑥0  +  ℎ], on a :  

𝑓(𝑥0  +  ℎ)  𝑓(𝑥)  𝑓(𝑥0) 

D’après l’inégalité de la moyenne, on a : 

𝑓(𝑥0 + ℎ)  
𝐹(𝑥0+ℎ)−𝐹(𝑥0)

ℎ
  𝑓(𝑥0) 

La fonction f est continue en 𝑥 0donc 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ) = 𝑓(𝑥0). 

Donc d’après le théorème des gendarmes, on a :lim
ℎ→0

𝐹(𝑥0+ℎ)−𝐹(𝑥0)

ℎ
 = 𝑓(𝑥0) 

Donc la fonction 𝐹 est dérivable en 𝑥0 et 𝐹’(𝑥0)  =  𝑓(𝑥0). 

Donc 𝐹 est dérivable sur 𝐼 et 𝐹’ =  𝑓. 𝑭 est une primitive de 𝒇 sur 𝑰. 

On a 𝐹(𝑎) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎
 = 0. 𝑭 est donc l’unique primitive de 𝒇 qui s’annule en 𝒂. 

On peut faire une démonstration équivalente  lorsque f est continue et décroissante 

sur I 

Exemples : 

Exemple 1 : Soit 𝐹 la fonction définie sur IR par 𝐹(𝑥) = ∫
1

𝑡2+1
𝑑𝑡

𝑥

0
 .  

Déterminer le sens de variation de 𝐹 sur IR. 

Réponse : 

D’après ce qui précède 𝐹 est l’unique primitive de 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2+1
 qui s ‘annule en 𝑥 = 0 

Donc  𝐹′(𝑥) =  
1

𝑥2+1
  et  𝐹’(0)  =  0  donc 𝐹′(𝑥)  ≥ 0 sur IR et de ce fait 𝐹 est strictement 

croissante sur IR 

Exemple 2 : Soit 𝐹 la fonction définie sur [ 1 ;  +∞ [  par 𝐹(𝑥) = ∫
1

𝑡
𝑑

𝑥

1
𝑡  

Déterminer le sens de variation de 𝐹 sur [ 1 ;  +∞ [   

Réponse : 

𝐹 est l’unique primitive de𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 qui s ‘annule en 𝑥 = 1 

Donc 𝐹′(𝑥) =    
1

𝑥
   et  𝐹’(1)  =  0  donc 𝐹′(𝑥)  ≥ 0 sur [ 1 ;  +∞ [  et de ce fait 

𝐹 est strictement croissante sur [ 1 ;  +∞ [    

Remarque   𝐹 (𝑥)  =  𝑙𝑛(𝑥) 
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2) Intégrales et primitives : 

Propriété : 

Soit 𝒇 une fonction continue sur un intervalle 𝑰, 𝒂 et 𝒃 sont deux réels de 𝑰. 

Soit 𝑭 une primitive de 𝒇 sur 𝑰. On a  ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
 = 𝑭(𝒃) – 𝑭(𝒂)  

Notation : 

On écrit aussi ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 = [𝑭(𝒙)]𝒂

𝒃 

Preuve : 

Soient 𝐹 la primitive de 𝑓 qui s’annule en 𝑎, on a ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 = 𝐹(𝑏)  

Or 𝐹(𝑎) = 0 donc ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 = 𝐹(𝑏) – 𝐹(𝑎). 

Si 𝐺 est une autre primitive de 𝑓 alors il existe un réel 𝑘 tel que : 

𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑘 pour tout 𝑥  𝐼. 

Donc 𝐺(𝑏) – 𝐺(𝑎) = (𝐹(𝑏) + 𝑘) – (𝐹(𝑎) + 𝑘) = 𝐹(𝑏) – 𝐹(𝑎). 

Donc on a aussi ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 = 𝐺(𝑏) – 𝐺(𝑎). 

Exemples : 

Exemple 1 : Calculer 𝐼 =  ∫ 𝑥3𝑑𝑥
3

1
 

Réponse : 

𝐼 =  [
𝑥4

4
]

1

3

 = 
34

4
−  

1

4
=  

80

 4 
= 20 

Exemple 2 : Calculer 𝐽 =∫
1

𝑥
ln(𝑥) 𝑑𝑥

𝑒

1
 

Réponse : 

𝐽 =  [
1

2
 (ln(𝑥))2]

1

𝑒

 = 
1

2
 ((ln(𝑒))2 −  (ln(1))2) = 

1

2
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